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する。具体的には、まず SMI例題 I を作り、その安定
マッチング M を求める。SMI 例題ではすべての安定
マッチングが同サイズであるため [2]、M は I の最大サ
イズ安定マッチングである。その後希望リストにタイ
を次々に追加していくことにより、最終的に SMTI 例
題 I ′ を作る。タイを追加する前の例題の安定マッチン
グはタイを追加した後の例題でも安定であるため、M







































p, q, q′ 三人の人物がおり、q, q′ が同じ性別であり、
pが異性であるとする。pの希望リストにおいて、q を
q′ より上位に書いてある場合、q ≻p q′ と書き、同順位




グM に対して (m,w) ∈M ならば、M(m) = wおよび
M(w) = mと書き、mと w はマッチしているという。
また、このときマッチングM においてmを w のパー




1. M(m) ̸= wで、m, wは互いに受け入れ可能
2. w ≻m M(m)またはmがM において独身










本稿で言う MAX SMTI の例題生成アルゴリズムと
は、自然数 nを入力とし、サイズ nの SMTI例題 I とそ




定理 1. MAX SMTIに対する完全な多項式時間例題生
成アルゴリズムが存在するならば、NP=coNPである。
証明. MAX SMTI の判定問題に対応する以下の言
語 L = {(I, k) | I は SMTI例題, opt(I) ≥ k} を
考える。L は NP 完全であり [6]、言語 {(I, k) |
I は SMTI例題, k は整数 } はクラス P に属するため、
Lの補集合 L = {(I, k) | I は SMTI例題, opt(I) < k}
は coNP完全である。
完全な多項式時間例題生成アルゴリズム H が存在し
たとし、それを使って入力 (I, k) が L に属するか否か
を非決定的に判定する以下のアルゴリズム Aを考える。
Aは I のサイズ nを入力としてH を実行し、その出力




















（a） m′ ≻w mならば、mからのプロポー
ズを断る。　　　






















男性 m と m のリスト上の j(j ≥ 2) 番目の
各女性について、確率 p2 で j − 1番目の女性
と同順位にする。すなわち 2 人の女性をタイ






る。次にステップ 2 でリストの長さの期待値が p1n と
なる不完全リストとなる。
3 例題生成アルゴリズム 1































作成された SMI例題を I とする。
ステップ 4














定理 2. opt(I ′) = |M |である。
証明. これを示すためには (1) ステップ 4で求めたM
が I ′ の安定マッチングであること、および (2) M より
サイズの大きな I ′ の安定マッチングが存在しないこと
を言えばよい。
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(1) M が I ′ で安定でないと仮定する。すると、I ′ にお
いて、M のブロッキングペア (m,w) が存在する。し
かし、弱安定性におけるブロッキングペアの定義より、
(m,w) は I においてもM のブロッキングペアとなる
ため、M が I で安定であることに矛盾する。
(2) M よりサイズの大きい I ′ の安定マッチン
グ M ′ が存在すると仮定する。すると、頂点集合
V = {m1,m2, . . . ,mn, w1, w2, . . . , wn}、枝集合 E =
{(m,w)|(m,w) ∈ (M ∪M ′)} とする二部グラフ上に、
M では独身であるが、M ′ ではマッチしている男性m1
から始まり、M では独身であるが、M ′ ではマッチして
いる女性 wk で終わるパスが存在する。M ′(m1) = w1、
M(w1) = m2、M ′(m2) = w2、M(wk) = mk−1、
M ′(wk) = mk とする。図 1 で、実線が M ′ のペア、
点線がM のペアを表す。
図 1 二部グラフ上のパス
I で m1 ≻w1 m2 ならば、(m1, w1) が M のブロッ
キングペアとなり M の安定性に矛盾するため、I で
m2 ≻w1 m1 である。ステップ 5でM(w1)はそれより
下位の男性とは同じタイにしない条件により、m2 と
m1 は同じタイに入らないため、I ′ でもm2 ≻w1 m1 と
なる。
次に、I で w1 ≻m2 w2ならば、ステップ 5でM(m2)
はそれより下位の女性とは同じタイにしない条件に
より、w1 と w2 は同じタイに入らないため、I ′ でも
w1 ≻m2 w2 となる。すると、(m2, w1) が I ′ における
M ′ のブロッキングペアとなりM ′ の安定性に矛盾する
ため、I で w2 ≻m2 w1 である。
同様に、このパス上の m1 以外のすべての男性 mに
ついて、I でM ′(m) ≻m M(m)が、パス上の wk 以外
のすべての女性 wについて、I でM(w) ≻w M ′(w)が
成立する。図 2 は図 1 に希望リストを書き加えたもの
である。
すると、I で wk ≻mk wk−1 となり、(mk, wk)がM
のブロッキングペアとなるため M の安定性に矛盾す
図 2 各人の希望リスト
る。よって、M よりサイズの大きい I ′ の安定マッチン
グは存在しない。
3.2 安定マッチングサイズが一定であることの証明
定理 3. I ′ の安定マッチングはすべて同じサイズで
ある。
証明. I ′ のタイを壊した SMI例題すべてからなる集合
を S = {I1, I2, . . . , Ik}とする。ステップ 5でタイを結
合して I から I ′ を作る際、各人 p のリストにおいて
M(p)はそれより下位の異性と同じタイに入らない。そ
のため、I でM(p) ≻p q ならば I ′ でもM(p) ≻p q で
あり、その結果任意の I ′′(I ′′ ∈ S)においてM(p) ≻p q
となる。したがって、M は S のすべての SMI 例題で
安定である。
また、I ′の任意の安定マッチングをM ′とすると、M ′
は S のうち、少なくとも一つの SMI 例題で安定であ
る [9]。その例題を Ii とする。前述の議論より、Ii にお
いて、M も安定である。SMI例題はすべての安定マッ












アルゴリズム 1のステップ 3まで同じ方法で SMI
例題 I を作成する。
ステップ 4







または p ⪰r M(r) となる r が含まれるなら、
これらのタイは結合しない。
ステップ 6
できた SMTI 例題を I ′ とする。(I ′, |M |) を
出力する。 
4.1 出力が正しいことの証明
定理 4. opt(I ′) = |M |である。
証明. M よりサイズの大きい I ′ の安定マッチン
グ M ′ が存在すると仮定する。すると、頂点集合
V = {m1,m2, . . . ,mn, w1, w2, . . . , wn}、枝集合 E =
{(m,w)|(m,w) ∈ (M ∪M ′)} とする二部グラフ上に、
M では独身であるが、M ′ ではマッチしている男性m1
から始まり、M では独身であるが、M ′ ではマッチして
いる女性 wk で終わるパスが存在する。M ′(m1) = w1、
M(w1) = m2、M ′(m2) = w2、M(wk) = mk−1、
M ′(wk) = mk とする。図 3 で、実線が M ′ のペア、
点線がM のペアを表す。
図 3 二部グラフ上のパス
w1 の希望リストにおいて、I でm1 ≻w1 m2 ならば、
M において (m1, w1)がブロッキングペアとなるため、
M の安定性に矛盾する。よって、I で m2 ≻w1 m1 と
なる。また、m1はM において独身であるため、ステッ
プ 5の条件より I ′ で m2 =w1 m1 とはならない。した
がって、I ′ でm2 ≻w1 m1 となる。
次にm2 の希望リストにおいて、I ′ で w1 ≻m2 w2 な
らば、M ′ において (m2, w1) がブロッキングペアとな
るため、M ′ の安定性に矛盾する。したがって、I ′ で
w2 ⪰m2 w1 となる。I ′ で w2 ≻m2 w1 の場合は I でも
w2 ≻m2 w1 となる。I ′ で w1 =m2 w2 の場合は I では
w1 ≻m2 w2 および w2 ≻m2 w1 のどちらも可能性があ
る。したがって、これらは「(1) I で w1 ≻m2 w2 かつ
I ′ で w1 =m2 w2」と「(2) I で w2 ≻m2 w1」に場合分
けできる。
(1) I で w1 ≻m2 w2 かつ I′ で w1 =m2 w2 の場合
Iでm2 ≻w2 m3であると仮定する。Iでw1 ≻m2 w2
であり、M(m2) = w1 であるため、ステップ 5の条件
より、w1 と w2 が同じタイに入ることはない。これ
は w1 =m2 w2 に矛盾するため、I で m3 ≻w2 m2 で
ある。また、ステップ 5 の条件により、I ′ において
w1 =m2 w2 と m3 =w2 m2 の両方が成り立つことはな
い。場合分けの条件より I ′ で w1 =m2 w2 であるので、
I ′ で m3 =w2 m2 は成り立たず、I ′ でも m3 ≻w2 m2
となる。
図 4 (1)の場合の二部グラフ
(2) I で w2 ≻m2 w1 の場合
I で m2 ≻w2 m3 ならば、(m2, w2) が M の I にお
けるブロッキングペアとなる。よって I でm3 ≻w2 m2
である。I で w2 ≻m2 w1 なので、ステップ 5の条件よ
り m3 が含まれたタイと m2 が含まれたタイは結合さ
れない。よって I ′ でもm3 ≻w2 m2 となる。
図 5 (2)の場合の二部グラフ
以上により、(1)、(2)のいずれの場合も I ′でm3 ≻w2
m2である。もし I ′で w2 ≻m3 w3ならば、(m3, w2)が
M ′ のブロッキングペアとなるため、I ′ で w3 ⪰m3 w2
である。上記 (1)、(2) と同様の場合分けを経ることに
5
より、I ′ でm4 ≻w3 m3 となることがわかる。以下、同
じ議論を繰り返すことにより、I ′ で mk ≻wk−1 mk−1
となる。
ここで、mk の希望リストにおいて、I で wk ≻mk
wk−1 ならば、M において (mk, wk)がブロッキングペ
アとなるため、M の安定性に矛盾する。よって、I で
wk−1 ≻mk wk となる。また、wk はM において独身で
あるため、ステップ 5の条件より I ′でwk−1 =mk wkと
はならない。したがって、I ′ で wk−1 ≻mk wk となる。
図 6 wk−1,mk, wk の希望リスト
すると、(mk, wk−1)がM ′ のブロッキングペアとな
り、M ′ の安定性に矛盾する。したがって、M よりサ
イズの大きい I ′ の安定マッチングは存在しない。
4.2 安定マッチングサイズが一定であることの証明
定理 5. ステップ 4で求めた安定マッチングM よりサ
イズの小さい I ′ の安定マッチングは存在しない。
証明. M よりサイズの小さい I ′ の安定マッチン
グ M ′ が存在すると仮定する。すると、頂点集合
V = {m1,m2, . . . ,mn, w1, w2, . . . , wn}、枝集合 E =
{(m,w)|(m,w) ∈ (M ∪M ′)}とする二部グラフを考え
た時に、M でマッチしているが、M ′ では独身の女性
w1 から始まり、M ではマッチしているが、M ′ では独
身の男性mk で終わるパスが存在する。M(w1) = m1、
M ′(m1) = w2、M(w2) = m2、M ′(mk−1) = wk、
M(wk) = mk とする。
図 7 二部グラフ上のパス
図 7で、実線がM ′ のペア、点線がM のペアを表す。
定理 4と同様の議論により、I ′ で mk ≻wk mk−1 と
なる。すると、(mk, wk) がM ′ のブロッキングペアと
なり、M ′ の安定性に矛盾する。したがって、M より






入力： SMTI例題 I と I˜。ただし I˜ は、I に対して、あ
る人物 p の希望リスト上の隣接する二つのタイを結合
した結果。








アルゴリズム 1 のステップ 3 までと同じ方法で
SMI例題 I を作成する。
ステップ 4














し定理 6 が示すように、サイズ増加判定問題は NP 困
難である。
まず、以下の補題 1 を示す。サイズ増加判定問題の
入力 I と I˜ は必ず opt(I˜) ≥ opt(I)の関係にあるため、
答がNOであることは opt(I˜) > opt(I)を意味する。補
題 1は、opt(I˜)は opt(I)より高々 1しか大きくならな
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いことを保証している。
補題 1. I と I˜ をサイズ増加判定問題の入力の SMTI例




M˜ とする。すなわち opt(I) = |M |、opt(I˜) = |M˜ | で
ある。
文献 [9]より M˜ を安定マッチングとする I˜ のタイの
壊し方が存在する。そのようにして得られた SMI例題
を I˜1 とする。次に、I において男性mを除くすべての
人物のタイを I˜1 と同じように壊して得られた SMTI例
題を I1 とし、I1 の最大サイズ安定マッチングの一つを
M1 とする。M1 は I の安定マッチングでもあるため、
|M1| ≤ |M |である。
ここで、定理 2 の証明と同様に M1 と M˜ を重ね合
わせた二部グラフを考えると、連結成分は孤立頂点、
パス、またはサイクルとなる。M1 は I1 で、M˜ は I˜1




在しないため、M1 と M˜ のサイズは高々 1 しか違わ





ルゴリズム A が存在すると仮定する。MAX SMTI 例
題 I が与えられた際、それを解くアルゴリズム B を以
下のように構築する。変数 x を用意し、初期値を 0 に
する。また I1 = I とする。
Ii に長さ 2 以上のタイが存在するならば、それを適
当に 2つに分割した SMTI例題 Ii+1を作り、Ii と Ii+1
を Aに与える。opt(Ii+1) ̸= opt(Ii)ならば xを 1増加
させ、opt(Ii+1) = opt(Ii)ならば xの値を変更しない。
これを、例題がタイを含む限り繰り返し、最終的に得ら
れた SMI例題を Ik とする。
補題 1 より opt(Ii+1) ̸= opt(Ii) ならば opt(Ii+1) =
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